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Extrapolacion de Richardson

Resumen

En este documento se detalla la técnica de la Extraposicién de Richardson
utilizado para calcular integrales por métodos numeéricos.

1. Introducciéon

La técnica se basa en la extrapolacion de Richardson, el cual es un método que
combina dos estimaciones numéricas de la integral para obtener una tercera, que
tiene un valor mas exacto. El algoritmo computacional para implementar en forma
muy eficiente la extrapolacion de Richardson se llama integracion de Romberg. Esta
técnica es recursiva y puede usarse para generar una estimacion de la integral dentro
de una tolerancia de error preespecificada.

2. Desarrollo del método

Las técnicas de correccién de errores se hallan también disponibles para mejorar
los resultados de integracién nu- mérica sobre la base de las mismas estimaciones de
la integral. Esos métodos usan dos estimaciones de una integral para calcular una
tercera mas exacta, y se les conoce por lo general como extrapolacion de Richardson.
El error estimado y asociado con una aplicaciéon multiple de la regla trapezoidal puede
representarse de manera general como

I =1(h)+ E(h) (1)

donde I =valor exacto de la integral, I(h) = aproximacion de una aplicacién de
n segmentos de la regla trapezoidal con un tamano de paso h = (b—a)ln , y E(h) =
error de truncamiento. Si hacemos dos estimaciones por separado mediante tamanos
de paso de hy y hsy y tienen valores exactos del error,

I(hy) + E(h1) = I(hs) + E(hy) (2)

Ahora recuerde que el error de la aplicacién multiple de la regla trapezoidal puede
representarse de manera aproximada por la ecuacién
b—a

B -t tnf 3)

Si en ésta se supone que f” es constante sin importar el tamano de paso, la
ecuacion anterior se puede usar para determinar que la razén de los dos errores sera
E(h) ~ h_% (4)

= 72

E(hy)  hi
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Este célculo tiene un importante efecto en la remocién del término f” de la op-
eracién. Al hacer esto, hemos hecho posible utilizar la informacién contenida en la
penultima ecuacién sin un conocimiento previo de la segunda derivada de la funcion.
Para realizarlo, arreglemos de nuevo la ecuacion anterior para tener

h\?
B =~ P () 5)
2
La cual se puede sustituir en (2)

ha

I(h) + E(hy) (h—) > I(hy) + E(hy) (©)

que puede resolverse para
1= (h1/hs)?

Asi, desarrollamos un estimado del error de truncamiento en términos de las esti-
maciones de la integral y de sus tamanos de paso. Dicha estimacién puede entonces
ser sustituida en

12

E(hs)

I = 1I(hy) + E(hs) (8)
para dar una estimacién mejorada de la integral:

1
(h1/h2)? — 1

Sp puede demostrar (Ralston y Rabinowitz, 1978) que el error de dicha estimacion
es O(h*). Asi, cambiamos las estimaciones de la regla trapezoidal de O(h?) para
obtener una nueva estimacién de O(h*). Para el caso especial donde el intervalo es la
mitad (he = hy/2), esta ecuacién es ahora

1= I(hy) + [[(hg) — I(h1)] (9)

T2 1(hy)+ [I(hy) — I(hy)] (10)

(22 -1

o, agrupando términos,

4 1
I'=21(he) = 51(M) (11)

3. Ejemplo
Correcciones de error de la regla trapezoidal

Enunciado del problema. La integral de f(z) = 0,24+252—200246752—9002+4400x
desde a = 0 hasta b = 0,8. Por ejemplo, aplicaciones simples y multiples de la regla
trapezoidal dan los siguientes resultados:
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Tabla 1: Datos

Segmentos | h | Integral | €

1 0.8 0.1728 | 89.5
2 0.4 ] 1.0688 | 34.9
4 0.2 |1.4848 | 9.5

Use esta informacién junto con la ecuacién (22.5) para calcular la estimacién mejo-
rada de la integral.

Solucion Las estimaciones de uno y dos segmentos se pueden combinar para dar

4 1
I= 5(1,0688) — 5(0,1728) = 1,367467

El error de la integral mejorada es F; = 1,640533 — 1,367467 = 0,273067(¢; =
16,6 %) , el cual es superior a las estimaciones sobre las cuales se basa.

De la misma manera, las estimaciones para dos y cuatro segmentos se pueden
combinar para obtener

4 1
12 (14848) — 5 (1.0688) = 1,623467

que representa un error de E = 1,640533 — 1,623467 = 0,017067(e = 1,0%) .
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